
第 34 卷第 6 期                                岩    土    力    学                                Vol.34  No.6 
2013 年 6 月                                Rock and Soil Mechanics                                   Jun.  2013 

 
收稿日期：2012-10-14 
基金项目：中央高校基本科研业务费专项资金资助（No. 2012210020203）；广东省公路管理局科技项目（粤公研 2012-7）。 
第一作者简介：杨光华，男，1962 年生，博士，教授级高级工程师、博士生导师，主要从事土的本构理论、深基坑工程、高层建筑基础工程及软土

工程方面的科研和设计工作。E-mail：yghsks@21cn.com 

文章编号：1000－7598－(2013) 06－1521－08 

 

 

基于广义位势理论的类剑桥模型 
杨光华 1, 2, 3, 4，温  勇 1，钟志辉 1 

（1.武汉大学 土木建筑工程学院，武汉 430072；2.广东省水利水电科学研究院，广州 510610； 
3.广东省岩土工程技术研究中心，广州 510610；4.广东省突发公共事件应急技术研究中心，广州 510610） 

 
摘  要：广义位势理论直接从数学原理出发建立本构模型，避开了传统塑性理论中塑性势函数等复杂概念，为研究岩土本构

模型提供了新的思路。基于广义位势理论中土的应力空间多重势面模型，对剑桥模型“能量方程假设”的数学原理进行分析，

从数学角度上建立了一个改进的剑桥模型（即类剑桥模型），而修正剑桥模型等可作为其特例。利用不同应力路径下的试验

数据对其合理性进行验证，并与剑桥模型进行对比分析。结果表明：类剑桥模型的参数确定方便、自由，计算结果与试验较

一致，甚至优于修正剑桥模型；类剑桥模型所采用的数学原理更明确，且避免了确定塑性势函数和能量方程的困难及其所带

来的误差，是一个具有较好实用价值的模型。 
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Abstract: The constitutive model based on the generalized potential theory is established directly by mathematical methods, and the 
complicated concepts such as plastic potential functions in traditional plasticity theory are avoided, which gives a new approach to 
study the soil constitutive model. Through the multi-potential surface model in stress space of the generalized potential theory, 
mathematical principle of the energy equation hypothesis in the Cam-clay model is analyzed and a similar Cam-clay model is 
established by mathematical methods, in which the modified Cam-clay model etc. can be regarded as its special cases. Rationality of 
the proposed model is verified through experimental data under the condition of different stress paths; and it is also compared with 
the Cam-clay model. The results show that parameters of the proposed model can be determined conveniently and freely; and the 
calculated results agree with experimental ones, which even better than those calculated by the modified Cam-clay model. 
Mathematical principle of the proposed model is more clear and the difficulties and errors which are brought by the determination of 
plastic potential functions and energy equation are avoided; it is proved that the proposed model has better practical value. 
Key words: generalized potential theory; multi-potential surface model; similar Cam-clay model; energy equation hypothesis 
 

1  引  言 

自 1963 年英国剑桥大学 Roscoe 等[1－2]把经典

弹塑性力学引入土力学中，建立了著名的剑桥弹塑

性本构模型以来，土的本构模型研究一直成为现代

土力学研究中一个重要而又热门的重大课题，人们

在研究中提出了大量各式各样的本构模型。国际上

比较著名的如：剑桥模型[1－2]、邓肯-张非线性弹性

模型[3]、Lade-Duncan 弹塑性模型[4]、日本 Matsuoka
和 Nakai 的空间滑动面模型[5]等。国内在 20 世纪  
80 年代后也掀起了土的本构关系研究的热潮，具有

代表性的成果如：清华模型[6]、“南水”模型[7]和椭

圆-抛物线模型[8]等。 
剑桥模型由于只有 3 个参数，确定简便，可以
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说是目前最经典和简便的模型，因而得到广泛的应

用。而不足之处则是其“能量方程”的假设给人们

一种“试凑”的不确定性，且采用的弹塑性理论涉

及复杂的如塑性势函数等概念，假设多。为发展其

参数确定简便的优点，本文基于广义位势理论，从

数学的角度出发来构建剑桥模型，使模型建立过程

的数学原理更明确、可靠。在此基础上，可以引入

新的参数，建立类似于剑桥模型的改进模型，从而

可以适应更多的试验。通过试验验证表明，改进的

模型具有优于剑桥模型和修正剑桥模型的特点，从

而可为实际应用提供更科学、可靠的模型。 

2  基于广义位势理论的简化多重势面
模型 

在广义位势理论基础上建立的多重势面模

型[9－13]，对于 p-q 空间，忽略 Lode 角和应力主轴旋

转等的影响，塑性应变增量与应力增量的关系一般

可表示为 
p
v
p

d d d

d d d  

A p B q

C p D q





  


  
           （1） 

式中：A、B、C、D 为塑性系数；p、q 分别为平均

主应力和广义剪应力； p
v 、 p 分别为塑性体应变

和塑性剪应变。 
由于 
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将式（1）代入式（2），并根据广义虎克定律，

可得 
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       （3） 

式中： eK 为弹性体积模量； eG 为弹性剪切模量。 
对于一般应力空间，由多重势面模型有 
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       （4） 
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由式（4）可得 
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将式（1）代入式（6）可得 
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将式（5）和式（7）代入式（4）可得 

   p
pd dC                （8） 

式中： C  
σ
p 为塑性柔度矩阵，其表达式为 

T T

p

T T

p p p qC A B

q p q qC D

   

   

                            

             
        

  （9） 

而根据弹性理论有 

   e
ed dC               （10） 

式中： C  
σ
e 为弹性柔度矩阵。 

因此，由式（8）和式（10）可得到用于有限元

等数值分析的一般应力空间本构方程为 

    e pd + dC C                （11） 

可见，简化的多重势面模型只需确定 4 个参数，

即 A、B、C、D，即可获得计算所需的弹塑性柔度

矩阵，而这 4 个参数可通过常规三轴试验、等向压

缩试验及等 p 试验确定[13]。 

3  基于简化多重势面模型的剑桥模型
的改进 

3.1  剑桥模型的数学原理 
剑桥模型基于传统的关联流动弹塑性理论，以

塑性体应变为硬化参数，通过假设能量方程[1]： 
（1）一般应力状态下，塑性变形能增量 pdW   

p p
vd dp q  ； 
（2）位于破坏线上时忽略弹性能，塑性变形能

增量 pd dW Mp  ，其中，M 为破坏常数。 
由假设（1）、（2）可得到剪胀方程为 

p
v
p

d
d

M



              （12） 

式中： q p  。 
根据正交流动法则，经数学推导得到 p-q 平面

上的屈服函数为 
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0ln 0
pM
p

              （13） 

式中： 0p 为硬化参数。屈服函数在 p-q 平面上的轨

迹如图 1 所示。 
 

 
图 1  (修正)剑桥模型的屈服轨迹 

Fig.1  Yield loci of Cam-clay model  
and modified Cam-clay model 

 

由式（12）可知，由于剑桥模型在屈服轨迹与

p 轴交点 A 处有 0q  ，即 0  ，则 p p
vd d /M  ，

这显然是不合理的，因为按照正交法则，应有 pd   
0。为此，Burland 等提出了修正剑桥模型[2]。 

修正剑桥模型假设能量方程在破坏线上的形式

为 

p p 2 2 p 2
vd (d ) (d )W p M        （14） 

由此得到其剪胀方程为 

p 2 2
v
p

d
2d

M 



            （15） 

根据正交流动法则，经数学推导得到相应的屈

服函数为 

2

2 2
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p M
p M 




            （16） 

屈服函数在 p-q 平面上的轨迹如图 1 所示。 
由式（15）可知，修正剑桥模型在屈服轨迹与

p 轴和破坏线交点 A、B 处有：因在 A 点处 0  ， 

则 p p
v2 2

2d d 0
M


 


 


，满足该处 p 轴与屈服面 

正交的条件；而在 B 点处 M  ，则 pd ，符

合破坏特点。因此，可得到修正剑桥模型在理论上

比剑桥模型更合理的结论。 
由此，可以得到剑桥模型能量方程的数学实质

为假设合适的剪胀方程，由于 A 点处可求得 p
vd ，

而由正交条件要求 A 点处 pd 0  ，由破坏特点要

求 B 点处 pd 。因此，由 A 点到 B 点的过程，

剑桥模型的数学实质是假设了 pd 由 0 的一个

函数。由此实质，在广义位势理论基础上，则可以

直接从数学原理上来建立和发展剑桥模型，既保持

剑桥模型的简便性，又可发展更符合实际而数学原

理更清晰的模型，同时避免采用能量假设的模糊性。 
3.2  基于广义位势理论的剑桥模型的发展 

根据广义位势理论的多重势面模型，在 p-q 平

面塑性方程的一般形式如式（1）所示。当满足关联

流动条件，A、B、C、D 4 个系数满足以下关系[13]： 
0 AD BC

B C
  

 
          （17） 

进一步假设剪胀方程为 

p
v
p

d
d





               （18） 

则方程的 4 个系数有 3 个方程，即（17）、（18）
式，尚缺少一个条件。此时，可以假设 A 为已知，

因为 A 可以通过三向等压试验确定。这样，从数学

上确定了 A、B、C、D 4 个系数，则本构方程即已

确定。以下进一步推导如何由式（17）、（18）和已

知的 A 值求 B、C、D 的方法： 
由式（17）可得 

2 0AD B              （19） 

由式（18）、（1）及 B C 有 

 p
vd d d d dA p B q B p D q         （20） 

由正交流动法则有 

p
v
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d d
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q
p





              （21） 

将式（21）代入式（20），可得 

2

 AB C
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



  


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            （22） 

这样，已知 、A，则可求得 B、C、D，从而

确定了本构方程。 
把式（22）代回式（1），可有 

p
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p

d ( d d )

1d d d  

A p q
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 

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        （23） 

显然，由式（23）可知： 

p 

q 
CSL 

修正剑桥模型 

剑桥模型 

p0 

A 

B 
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当假设
1 1

1
A

e p M
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、 M   时，则

得到剑桥模型的本构方程，即 
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当假设
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时，则可得到修正剑桥模型的本构方程，即： 
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  （25） 

考察 取值假设的数学条件可知， 可根据屈

服面与 p 轴和破坏线交点 A、B 处 p
vd 、 pd 的特征

来取值：（1）A 点处 0  ，由正交条件要求 pd 0  ，

由式（18）可知，此时要求 ；（2）B 点处 M  ，

由破坏特点要求 pd ，由式（18）可知，此时

要求 0  。若  要求满足条件（1），最简单的形

式可取为 1  ，也可取以 为分母的其他式子；

若  要求满足条件（2），最简单为取   M  ，

也可取为  2[1 ]M 的函数形式。 
显然，剑桥模型仅满足了条件（1），而修正剑

桥模型则同时满足了条件（1）、（2）。从以上  要

求满足的数学条件可知，满足条件（1）、（2）的最

简单形式可取为  M    ，这样就无需人为地

去试凑“能量方程”来确定剪胀方程，而是从更直

接和可靠的数学方法出发即可。 
对于参数 A 的确定，由式（23）可知 
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p
vd 的变化规律如图 2(a)所示，在 p 轴处dq   

0，由式（26） p
vd dA p  ，其中 0

1
1

A A
e p

 
 


， 

0A 为等向固结时的塑性系数，此时为 p
vd 的最大状

态；随着 的增大， p
vd 在减少，在 M  处变成

最小。由式（26）可见，要求达到此目的可取 A   

0A ，其中 为无量纲系数，要求其当  0 时，   
1； M  时， 0  。为此，可设  1 M   。 

 

 
(a) p

vd 的变化规律 

 

 
(b) pd 的变化规律 

图 2  p
vd 和 pd 的变化规律示意图 

Fig.2  Variations of p
vd and pd  

 

pd 的变化规律如图 2(b)所示，在 p 轴处，  0
时， pd 0  ；在 M  处， pd 。由式（26）
可知， 0  时， ；当 M  时， 0  。而

当 0A A 时， pd 可满足这一条件，而 0A A 又

满足了 p
vd 的两个条件，因此，可以取 
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       （27） 

此时，A 随 线性变化。为有可能适应更复杂

的变化，也可假设 

0
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      （28） 

则当 n  1 时，即为 A 随 线性变化。 
由此，可以得到 A、 两个参数的合理而简单

的可能形式为 

1 1  
1

( )

n

A
e p M

M
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  

            


  

       （29） 
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相应的本构方程为 

p
v

2p

1
d d

dd

M p
A

q
M M




  
 

 
                       

  （30） 

一般情况下可取 n  1，也可通过常规三轴压缩

试验确定 n 值。具体方法如下： 
设给定一组离散数据 ( , ( ))i ix f x ，其中 i  0, 

1, …, m，当构造一个函数 s(x)，满足 

 2
0

( ) ( ) min
m

i i
i

f x s x


         （31） 

则 s(x)称为 ( )f x 在 1m  个节点 ix 上的最小二乘解。 
当给定两组离散数据 ( , ( ))i ix f x 和 ( , ( ))i ix g x ，

且逼近函数 s(x, n)、t(x, n)的函数形式已经确定，n
为所求的常数，要求找出一个 n 值，使得 s( ix , n)、
t( ix , n)尽可能地逼近 ( )if x 、 ( )ig x 。参考式（31），
笔者认为，n 可通过下式确定： 

   2 2

0
( ) ( , ) ( ) ( , ) min

m

i i i i
i

f x s x n g x t x n


     

（32） 
在正常固结黏土的常规三轴压缩试验中，通常

给出两组试验数据( , v )( ,  )或( 1 3  , v ) 
( 1 3  ,  )，此时可通过假定不同的 n（例如 n   
0.1, 0.2, …, 1.0, 1.1, …)，求出对应的 v 和  ，然后

代入式（32），使得式（32）最小，即为所求的 n。 
由此，在广义位势理论基础上，直接从数学原

理出发，结合剑桥模型的数学背景，提出了一个构

建本构模型的方法，并得出一个更为直接而简便的

本构模型，该模型保留了剑桥模型的简便性，但参

数确定是直接从数学原理出发而建立，克服了传统

剑桥模型依靠“能量方程”假设带来的不确定性或

试凑性的嫌疑，使模型的建立更科学、数学原理更

明确和可靠。 

4  模型的试验验证 

本文共进行了 3 个试验验证，其计算模型参数

见表 1。 
4.1  试验 1 

文献[14]研究了上海某地区的黏土特性，现采

用其第 2 层正常固结黏土的试验对本文改进的类剑

桥模型（以下简称本文模型）进行验证，该层土的

计算模型参数如表 1 中的试验号 1 所示。 

表 1  验证试验的模型参数 
Table 1  Model parameters for verification tests 

试验号   M  n 

1 0.087 0 0.020 0 1.20 0.3 0.430 
2 0.112 9 0.021 3 1.36 0.3 0.574 
3 0.104 6 0.023 1 1.45 0.3 0.914 

注：、、M 为剑桥模型的三个参数，为泊松比，n 为本文模型的

参数。 
 

试验首先等向固结到 300 kPa，此时的孔隙比为

0.662，然后进行常规三轴压缩试验。n 根据常规三

轴压缩试验数据按式（32）进行确定，不同 n 值对

应的 如图 3 所示。由图可知，当 n  0.43 时， 最

小。 
 

 
图 3  n 与 的关系 

Fig.3  Relationship between n and  

 
（修正）剑桥模型和本文模型的预测结果如图

4 所示。由图可知，当本文模型的 n  0.43 时，其预

测结果与试验结果十分接近，计算精度上比（修正）

剑桥模型要好；当 n  1.0 时，计算精度相对较差，

但仍要比（修正）剑桥模型的计算结果好。可见本

文模型是可行的，而 n 的取值可根据三轴试验数据

按最小二乘法确定也是合理的。 
4.2  试验 2 

文献[15－16]给出了上海重塑软土的几种不同

应力路径的试验数据。现采用本文模型对其进行预

测，并与（修正）剑桥模型进行对比分析。试验的

模型参数如表 1 中的试验号 2 所示。同理，根据常

规三轴压缩试验数据可求得 n  0.574，另外也比较

n  1 的情况。各模型的预测结果如图 5 所示。由图

可知， n  0.574 时的预测结果最好，其次为 n  1，
再次为修正剑桥模型，效果最差的为剑桥模型。 

为了进一步验证本文模型的可行性，现采用其

他应力路径的试验进行验证。现对等 p 压缩试验和

单向压缩试验进行预测，各模型的预测结果如图 6、
7 所示。由图可见，在等 p 三轴压缩及单向压缩应

力路径下，本文模型与修正剑桥模型对试验的预测
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结果都较好，优于剑桥模型。 
4.3  试验 3 

文献[17－18]也给出了某种正常固结黏土的几

种应力路径的试验数据，同样采用该试验验证本文

模型的合理性，试验的模型参数如表 1 中的试验号

3 所示。其中，固结围压 196 kPa 时对应的孔隙比为

0.915。 
同理，根据常规三轴压缩试验的结果，可求得

n  0.914。各模型对常规三轴压缩试验和等 p 试验

的预测结果分别如图 8、9 所示。 
 
 

         
(a) 应力比 q/p 与轴向应变1 关系曲线对比                      (b) 体积应变v与轴向应变1 关系曲线对比 

图 4  常规三轴压缩下预测曲线与试验点比较(3=300 kPa) 
Fig.4  Comparisons between predicted curves and test results under conventional triaxial  

compression condition (3=300 kPa) 

 

         
(a) 应力比1/3 与轴向应变1 关系曲线对比                     (b) 体积应变v与轴向应变1 关系曲线对比 

图 5  常规三轴压缩下预测曲线与试验点比较(3=80 kPa) 
Fig.5  Comparisons between predicted curves and test results under conventional triaxial  

compression condition (3=80 kPa) 
 

         
(a) 应力比1/3 与轴向应变1 关系曲线对比              (b) 体积应变v 与轴向应变1 关系曲线对比 

图 6  等 p 三轴压缩下预测曲线与试验点比较 (p=120 kPa) 
Fig.6  Comparisons between predicted curves and test results under triaxial  

compression condition (p=120 kPa) 
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(a) 孔隙比 e 与竖向应力v关系曲线对比                            (b) 孔隙比 e 与 lgv关系曲线对比 

图 7  单向压缩下预测曲线与试验点比较 
Fig.7  Comparisons between predicted curves and test results under uniaxial compression condition  

 

         
(a) 应力比1/3 与轴向应变1 关系曲线对比                       (b)  体积应变v 与轴向应变1 关系曲线对比 

图 8  常规三轴压缩下预测曲线与试验点比较(3=196 kPa) 
Fig.8  Comparisons between predicted curves and test results under conventional triaxial  

compression condition (3=196 kPa) 

 

         
(a) 应力比1/3 与轴向应变1 关系曲线对比                      (b) 体积应变v与轴向应变1 关系曲线对比 

图 9  等 p 三轴压缩下预测曲线与试验点比较 (p=196 kPa) 
Fig.9  Comparisons between predicted curves and test results under triaxial compression condition (p=196 kPa)  

 

由图 8、9 可知：在常规三轴压缩应力路径下，

本文模型与修正剑桥模型对试验的预测结果都较

好，优于剑桥模型；而在等 p 三轴压缩应力路径下，

本文模型则优于剑桥模型和修正剑桥模型。 
由以上试验验证结果可见，本文改进的类剑桥

模型中，当 n  1 时，其结果要好于剑桥模型，优于

或与修正剑桥模型相当；当引入的 n 变化时，其结

果优于剑桥模型和修正剑桥模型，因而可以根据试

验结果，通过 n 的变化调整，便可得到更符合实际

的模型。 

5  结  论 

本文在广义位势理论基础上重新构建并发展了

剑桥模型，既保持了剑桥模型参数确定简便的优点，
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同时又使其具有了更明确的数学基础，避免了传统

方法同过假设不同“能量函数”来“试凑”试验结

果的不确定性，使建立的模型更科学、可靠，并有

更大的灵活性。试验验证结果表明，新构建的类剑

桥模型具有更好的效果，可以更好地适应试验数据，

优于传统的剑桥模型和修正剑桥模型，可为实际应

用提供更优质的模型。 
为了要采用传统的弹塑性理论进行加、卸载的

数值计算，也可以像剑桥模型那样，把根据数学条

件而设定的剪胀方程代入正交流动方程进而积分求

得相应的屈服函数，从而可以采用传统的弹塑性理

论加、卸载准则进行加、卸载的判断。 
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